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Espace Vectoriel 

Exercice n°l 

Dans le [R espace vectoriel IR 4 , on considère les vecteurs: 


v\ 


On désigne par F le sous espace vectoriel R 4 engendré par la partie {rq, v 2 } et par G le 
sous-espace vectoriel R 4 engendré par la partie {v 3 , zq}. 

a - Déterminer une base de dimension de chacun de ces sous-espaces vectoriels et en 
déduire leur dimension, 
b - Déterminer F n G. 

c - En déduire F + G. Que peut t-on conclure ? 

Corrigé 

a - Par définition de F, {zq v 2 } est une partie génératrice de F. Montrons que {c,, v 2 \ est 
une partie libre. Soient À. et p des nombres réels tels que À.zq + p v 2 - 0 K 4; c’est-à-dire 


-r 
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0 
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v J v J a 

d’où l’on en déduit trivialement À = p = 0. La partie {zq, v 2 } est donc libre. Par suite, 
{zq, v 2 \ est une partie libre et génératrice^ F. C’est donc une base de F, et l’on a 


dim{ F} = 2. 

Par définition de G, {v 2 , v 3 } est u 
c’est-à-dire: 


'-l' 
0 
0 
1 


+ P 


^ 0 ^ 











tie génératrice de G. Montrons que {v 2 , zq} = 


ceci équivaut à 

- À + p = 0 

p = 0 
p = 0 

À + p = 0 

Ceci équivaut visiblement à À = p = 0. La partie { v 3 zq} est une partie libre et génératrice 
de G. C’est donc une base de G, et finalement dim{G) - 2. 

b - Soit x g F n G. Puisque x g F, il existe des nombres réels a et p tels que x = azq + fiv 2 , et 
puisque x g G, il existe des nombres réels y et Ô, tels que x = yzq + ôzq. Par suite, 


coq + fiv 2 = yzq + ôzq, c’est-à-dire a 




r -r 


r -l^ 


/V 

1 

+p 

0 


0 

+ 8 

1 

0 

1 

= Y 

0 

1 



l °J 




w 


soit: 


(-a-p,a,p,0) = (-y + ô, Ô,Ô, y + ô) 
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ceci se traduit par 


—y + ô = -a-p 
ô = a 
ô = p 
Y + Ô = 0 


-y+ô+a+P =0 
ô- a = 0 

Ô- p = o 

y + ô = 0 


La résolution de ce système donne y = 0, a = 0, ô = 0 et P = 0. 

Par suite, x = 0. On a ainsi montrée que F n G g {O^} . Comme {0 R 4} g F n G, nous pouvons 
conclure à F n G = {0 R 4} . 

c - Par définition dim{V + G) = dim{¥) + dzra(G) - dim{¥ n G), soit compte tenu du 
terme des résultats prouvés plus haut 


d ifïi (F + G) — 2 + 2 — 4 


il en résulte que F + G = [R 4 , et comme FnG = {0 R 4} ( F et G sont en somme directe ), nous 
pouvons conclure à F © G = [R 4 . (Voir proposition 1.29 et théorème 1.33) 

Exercice n°2 

On désigne par C°(R, R) l’espace vectoriel sur R des applications continues de R vers R . 
Pour tout x g R, on définit l’application h x , de R vers R, en posant pour tout te U: 

h x it) = e xt . 

Montrer que (h x ) x eu est une famille libre de vecteurs de C°(R, R). 

Corrigé 

Pour montrer que la famille (h x ) x£ u est libre, il faut montrer que toute sous-famille finie 
(h Xi )i<i< n ,N*, est libre. Considérons donc une fanfifiqmiie (À,-)i<i< n de nombres réels 
telle que sum” =1 A,ù Xi soit égale à l’application rîiüpe. Ceci signifie que Vf g R: 

A, ' f + À 2 X 2 e Xnt = 0 


Sans restreindre la généralité, on suppose que les nombres réels Xj ont été rangés dans 
l’ordre croissant, c’est-à-dire X\ < x 2 , • • •, x n . 

En mettant en facteur e Xn t , orn^L 

e x nt [ À] >,-X„)f + À 2 g(x 2 -X„) f + . . . + Xn ] = 0 

Puisque e Xn 1 0, V t g R, 

Aie (xi-x„)t + x 2 e^- Xn)t + • • • + AJ = 0 
Or, X\ < x 2 < • • • < x n implique 


Xi - X n < 0, X 2 — X n < 0, • • • , X n -i - X n < 0 

Par suite, 

lim = o, lim e [X2 ~ Xn]t = 0, • • •, lim e (Xn ~ 1 ~ Xn)t = 0 

n—oo n^oo t^oo 

d’où l’on déduit X n = 0 
Il ne nous reste que 

Aie Xlf + X 2 e X2t + • • • + X 2 e Xn - lt = 0 

Donc 

e Xn ~ lt [Aie ( * 1-x "- lK + X 2 e iX2 ~ Xn ~ l)t + • • • + A„_i] = 0 

Il suffit de répéter le raisonnement ci-dessus pour obtenir A„_! = 0, puis de proche en 
proche, A„_ 2 = 0, • • •, A 2 = 0. La relation Xie Xlt + X 2 e Xït + • • • + X 2 e Xnt = 0 se réduit alors à 
Aie Xl f = 0, d’où Ai = 0 (puisque e Xl t ^ 0). 

Ainsi Vn g N*, la famille {h Xi )\<i< n est libre, ce qui a pour conséquence que la famille 
[h x )xeR est également une famille libre. 
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Exercice n°3 

Montrer que E = {(xi, x 2 , x 3 ) g IR 3 /xi + 2x 2 + 3 x 3 = 0} est un sous-espace vectoriel, 
o (0,0,0) G E puisque 0 + 2 x 0 + 3 x 0 = 0. 

o Soient x = (xx, x 2 , x 3 ) et y - (jq, y 2 , y 3 ) g E. Alors 

Xx + 2 x 2 + 3x 3 — 0, et / y\ + 2y 2 + 3y 3 — 0 

Ces deux équations donnent 

M + El + 2(x 2 + y 2 ) + 3 (x 3 + y 3 ) = 0 


d’où (x + y) g E. 

o Soient À g U et x = (xi, x 2 , x 3 ) g E. 
Àx= (ÀXi,Àx 2 ,Àx 3 ). et 


ÀXi + 2 àx 2 + 3Àx 3 = À(xi + 2x 2 + 3x 3 ) = 0 
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Systèmes d’équations 

Exercice n°l 

Résoudre les systèmes suivants à l’aide de l’élimination de Gauss: 


( 1 ) < 


(3) 


x + y- z- 8 
x + 2y-3z - 5 
l 3x- 3 y- z- 2 
x + 2y- z+ t = 8 
x + y+ z+ t = 6 
3x-2y + 5z + t = 2 
x + 2 y- z + 3f=14 


'2x + 3y + z + f = 4 
(2)-i x + 2y+ z-2t = l 
3x + 5y + 2z =5 


(4) 


x+ y- z = 0 
2x-3y+ z = 0 
x-4y+ 2z = 0 


Corrigé 

Dans ce qui suit, on note A la matrice qui forme le premier membre de l’équation et D 
celle du deuxième membre. 



d’où: x = 7;y = 5;z = 4. 


On a: 


( 2 ) 


2x + 3y+ z + f = 4 
x+2y+ z-2f=l 
3x + 5y + 2z =5 


'2 

3 

1 

n 

[x 


f4\ 

1 

2 

1 

-2 

y 

— 

1 

U 

5 

2 

oj 



Uj 


(A|D) = 

(2 3 1 1 

12 1-2 

4 1 

1 

>—< 

0 2 1-2 

0 11-5 
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,3 5 2 0 
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D’où le système (2) est équivalent au système suivant : < 


x]+2y + z-2f = 1 
+ z — 5 1 = —2 

0 = « 


y 


x, y, t sont les inconnues principales et z la variable libre et z la variable libre. En posant 
z = À (z est arbitraire) on a les solutions x - 5 + À, y = -2 - À et t - 0. 


(3) 


x + 2y- z+ t = 8 
x+ y + z + t = 6 
3x-2y + 5z+ t = 2 
x + 2y- z + 3f=14 


12-11 
110 1 

3-251 

12-13 


On a: 


(A|D) = 


\ 

V 


(8) 


y 


6 


z 


2 


t 


14 


y j 


V 

— 

î 

î 

8 

0 

î 

6 


5 

î 

2 

— 

î 

3 

L 


1 2 
1 1 

3 -2 

1 2 

12—11 
0 1-10 
0 0 0 M^3 

0 | 0 


3 ^ 


0 0 


0 ^0 


W 




L’équation 4 du système (3) est non principal. 
D’où 




S' 

'fxl+2 y-z+ t -8 


y 


-z =2 

0 = 3 

x, y et t sont les incon^eï principales, z la variable libre. En posant z = P , les solutions 
sont: t = 3, y = 2 + 6^0: = 1 - P 

x + y- z = 0 
(4) i 2x-3y + z = 0 
x-4y + 2z = 0 

x = y = z = 0 est trivialement une solution de ce système. 

Déterminons les autres solutions de (4) 


x+ y- z = 0 
2x-3y+ z = 0 
x-4y+ 2z = 0 


x+ y- z = 0 
-5y+ 3z = 0 
-5y+ 3z = 0 


x + y- z = 0 
-5y + 3z = 0 


Ainsi, 


2 3 

x=-z, y = -z, et z 
b b 


Par exemple, pour z = 5, on a x = 2, y = 3. 
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pération matricielle élémentaire 

Exercice n°l On considère les matrices: 


(2 4 9 1 


r l 0^ 


'3 V 

2 7 3 

; B = 

2 3 

;C = 

5 4 

U 3 oj 


U ij 


U 3j 


a - Calculer f A; f B; f C;AB; f B f A. Que remarque -t-on? 
b - Calculer A + B. 


c - Calculer B + C;AC;AB + AC;A(B + C); (B + C)A. Que remarque-t-on? 
d - Calculer A 3 . 

e - Calculer A -1 et vérifier que A -1 A = I 3 . 

Corrigé 


a - On obtient: 

12 2 n 

4 

U 


f A = 


f C = 


7 

3 
5 

4 


3 

0) 


.t 


D’où AB 


B A = 


B = 


1 

10 



r 2 

4 

9' 

fl 

0' 

AB = 

2 

7 

3 

2 

3 


U 

3 

oj 

V3 

1J 


r (2x 1 + 4x2 + 9x31 
(2xl + 7x2 + 3x3) 
fl x 1 + 3 x 2 + 0 x 3) 











+ 9x1)' 
x 3 + 3 x 1) 
+ 3 x 3 + 0 x 3), 


+ 4x2 + 9x3) 
x0 + 3x4 + 9xl) 


(2 x 1 + 7 x 2 + 3 x 3) 
(2x0 + 7x3 + 3xl) 


(1 x 1 + 3 x2 + 0x 3) 
(1 x0 + 3x3 + 0x3) 


f B f A = 


37 25 71 
21 24 9j 


On remarque que r (AB) = t B t A 

b -La somme A + B n’a pas de sens, ces matrices n’étant pas de même format, 
c - 



'2 

4 

9' 


'3 

n 


n +3 

o + r 

B + C = 

2 

7 

3 

+ 

5 

4 

= 

2 + 5 

3+4 


U 

3 

oj 


U 

3 J 


,3 + 5 

1+3; 


d’où 


B + C 


'4 V 
7 7 
\8 4j 



oT 

cm 

r 3 r 

A x C = 

2 7 3 

U 3 oj 

5 4 
\5 3j 
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d’où 


r (2 x 3 + 4 x 5 + 9 x 5) (2x 1+4x4 +9x3)' 
(2x3 + 7x5 + 3x51 (2x1 + 7x4 + 3x31 
,(1x3 + 3x5 + 0x51 (1 x 1+3 x 4 +0 x 31 ; 


AC = 


71 45\ 
56 39 


V18 13) 



(37 2V 


71 45' 


(108 66' 

AB + AC = 

25 24 

+ 

56 39 

= 

81 63 


l 7 9, 


,18 13, 


, 25 22, 



(2 4 9\ 

r 4 r 


(108 66' 

A(B + C) = 

2 7 3 

7 7 

= 

81 63 


U 3 Oj 

U 4j 


, 25 22, 


On remarque que l’on a bien A(B + C) = AB + AC. 

Le produit de (B + C) A n’a pas de sens puisque le nombre de colonnes de B + C est 
différent du nombre de lignes de A. 
d- 


A = A x A x A 


■ A 2 xA 


On a 


A 2 = 


(2 

2 


U 


4 

7 

3 


x# 






et 


A 3 = 


63 Wkf2 
6Ê^|9 2 


r 21 

21 

i 8 ^" 18 Al 3 0J 

e - Pour calculer le A -1 ofî Utilise la formule A -1 = 


En développant par rapport à la dernière ligne, 



615 378' 
663 387 
261 147 ; 


detA 

on a 


|A| = (-1) 


3+1 


9 

7 3 


+ 3(-l) 


3+2 


2 9 
2 3 


+ 0(-l) 


3+3 


2 4 
2 7 


= 4x3-7x9-3(2x3-2x91 


IA| = —15 0 (ainsi, A est inversible). 


et 


+ 


+ 


7 3 

3 0 

4 9 

3 0 

4 9 
7 3 


+ 


2 3 

1 0 

2 9 

1 0 

2 9 
2 3 


+ 


+ 


2 7 

1 3 

2 4 

1 3 

2 4 
2 7 


' -9 3 -r 

27 -9 -2 

,-51 12 6 ; 


t^conij ^j _ 

r -9 

3 

27 

-9 

-51' 

12 


l-l 

-2 

6 j 
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r -9 

27 

-51'' 

A -1 = - — 

3 

-9 

12 

15 

l-l 

-2 

6 j 


( 3 
5 

1 

5 


J_ _ 2 _ 

V 15 15 


17 \ 

5 

_ 4 
5 

2 

5 ) 


Application linéaire et matrice 

Exercice n°l Soit / : K 3 — » IR 2 une application définie par /(x, y, z) = (2x + z,3y + z). 
Montrer que / est linéaire. 

(9-6 l(fi 
-5 2 -5 

V—12 6 -13; 


Exercice n°2 On considère une application linéaire / de matrice A = 
par rapport à la base canonique C = {e\, e 2 , e 3 } de K 3 . 


a- Montrer que les vecteurs pi = (2, — 1, —2), pi 2 = (1,0,-1) et p 3 = (-2,1,3) forment 
une base B = {pi, p 2 , P 3 } de IR 3 


b - Calculer les matrices de passage P e; _et P^. 

c - Calculer la matrice de / dans la base B. 
d- Calculer A” 



â: 


# 




e- Déterminer l’ensemble des suites réelles qui 

%n +1 — 6 y n + 10 z n 

\/neN< 


Exercice n°2 

On note h : IR 4 [x] 


l’application définie 


5x„ + 2y n 5 z n 
^ =-12x„ + 6y w -13z, : 


— [R 4 [x] l’application définie par fi(P(x)) = P(x+ 1) -P(x). 
a - Déterminer la matrice A de fi dans la base {1, x, x 2 , x 3 , x 4 }. 


léterminer la n 


b - Déterminera matrice A' de fi dans la base 

{l,x,x(x- l),x(x- l)(x-2),x(x- 1 )(x — 2)(x — 3)}. 

c - Déterminer les matrices de passages entre les deux bases de [R 4 [x]. Quelle est la 
relation entre A et A'. 


Exercice n°3 

Soit / : IR 4 —» IR 3 une application linéaire définie par: /(x, y,z,t) = (x - y + z+ t, 
2x - 2y + 3z + 4f,3y - 3y + 4z + 5t) 
a - Montrer que / est linéaire, 
b - Déterminer ker{f ) et sa dimension, 
c - Déterminer une base de Im(/). 
d - Que donne le théorème de rang. 

Exercice n°4 

Soit / l’application de D3„[x] dans U n [x] définie pour tout P(x) e 1R„[x]: 

/(P(x)) =P(x+l)+P(x-l)-2P(x). 
a - Montrer que / est linéaire. 
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b- Dans 1 cas où n - 4, donner la matrice de / dans la base (3 = {1, x, x 2 ,x 3 , x 4 }. 
Déterminer ensuite, pour une valeur de n quelconque, la matrice de f dans la base 
P = {l,x, x 2 , • • ■, x 11 }. 

c- Déterminer le noyau et l’image de f. Calculer leur dimension respective. 

d- Soit Q un élément de l’image de f. Montrer qu’il existe un unique P e IR„[x] tel que : 

/( P)=Q,P(0)=P'(0) = 0. 

Exercice n°5 

On considère une application linéaire f de matrice 


f 0 


0 

U 


1 

0 


o o n 

o 1 o 

. o 

. o ) 


par rapport à la base canonique de 
a- Calculer A -1 

b- Calculer A 2 puis A p avec p> 2. 

Exercice n°6 

Soit A = (ai /), „ . 

1 < i < n 


avec 


l<j<n 
= 1 si i < j 
aij = 0 si i > j 


a 


i] 


la matrice d’un endomorphisme par rapport à 1 
a. Montrer que A est inversible. 

Corrigé n°l 

Soient u = (x, y, z) et v = e ro3 


b. Calculer A 

orrigés 


^ v 


y. 


o 



canonique de IR”. 


f{u +v) = /(x + x', y + y', z + z') 

= (2(x + x') + z + z',3(y + y') + z + z') 
= (2x + z, 3y + z) + (2x' + z',3y' + z') 
f(u+v) = f{u) + f{v) 


Soient u = (x, y, z) e K 3 et À e 


f(Xu) = /(Àx,Ày,Àz) 

= (2Àx + Àz, 3Ày + Xz) 
= (A.(2x+ z),À(3y + z) 
= À(2x + z,3y + z) 
f{\u) = Xf{u) 

D’où f est une application linéaire. 

Corrigé n°2 

a - On a: 
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Pi =2e\- e 2 -2e3 
g 2 =e\- e$ 

g 3 = -2e\ + e 2 + 3e3 
e x = [ii + p 2 + p 3 

e 2 = -pi +2[r 2 
e 3 = [ii + p 3 

Comme les vecteurs e\, e 2 , e 2 peuvent s’écrire comme combinaison linéaire de pii, p 2 , P 3 alors 
tous les éléments de K 3 peuvent s’écrire comme combinaison linéaire de pi, p 2 , P 3 . De plus, c’est 
une famille générateur composée de trois éléments et dimU 3 = 3, on en déduit que c’est une 
base. 

b - On extrait les deux matrices de passage à partir des deux systèmes d’équations précédent 



r 2 

1 

—21 


fl 

-1 

n 

Pe,—>|a, - 

-1 

0 

1 

et P|j,—— 

1 

2 

0 


-2 

-1 

3, 


0 

0 

b 


c- On a: Mb(/) = P^_ , et x A x P g/ _ >(Ji . (Voir proposition 3.24. 2, 3.25 et corollaire 3. 27) 

M b (/) = 


(1 -1 

n 

( 9 

-6 

i°W 2 

1 2 

0 

LO 

1 

2 

-5 -i 

a o 

ij 

04 

i-H 

1 

6 

-137 1-2 


(2 0 

M b (/)= 0 -1 

lo 

d- On a M b (/) = P^,—x A x P ei _^. avec (P e ,—) _1 = P|^,—e, et (P M ,-—-e,) -1 = P e ,—-n, d’où 
A = P ( ,_,, x M B (/) x P^ e , 



A z = P P 


: M b (/) x P|j 


xP, 


et —-|n X P^i—* ei 


et comme P^,—^ x P e ,.-^, = I 3 


on obtient : A 2 = P e .—x (M B (/)) 2 x P^X,-. 
de même A 3 = Px (M B (/)) 3 x P^.-^e, 
et A' 2 - P e ,^ ; x (M b (/)) b x IV 

0 V° 

(M b (/))" = 




On a: 




(2 

0 

0\ 

(2 

0 


0 

-1 

X 

X 

O 

0 

-1 

° 

,0 

0 

-3 J 

,0 

0 

-3 J 


'2 n 0 0 

(M b (/))" = 0 (-1)" 0 

, 0 0 (—3)” 1 


(Pour avoir la puissance n -ème d’une matrice diagonale, il suffit d’élever à la puissance n les 
éléments sur la diagonale). 


Ainsi A" 


2 

1 

~2\ 

(2 n 

0 

0 1 

n 

-1 

A 

-1 

0 

1 

0 

(-1)" 

0 

i 

2 

0 

-2 

-1 

3 J 

,0 

0 

(-3)”j 

a 

0 

ij 


A” = 


' 2 n+1 + {-iy l + 2(-3) n ~ 1 —2” +1 + 2(—1)” 2 n+1 + (—3)” _1 

-2" + (-3)" 2 n —2” + (—3)” 

-2 n+l + (-l)" +1 + 3(-3)' î 2 ,!+1 + 2(— l)' i_1 —2 n+l +3(—3)' 


%n+ 1 

— 9x n 6 yn H - 10 z n 

y«+i 

= -5x n + 2y n - 5z n 

■Z«+1 

— — 12 Xyi + 6y n — 13 z 
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Xn +1 


y n + 1 

= 

<Zn+\j 



-5 2 

-12 6 



< > X, i+ ] — AX n oùX„ — 
Alors 


X n = AX,j_! - A(AX„_ 2 ) - • • • = A'% 


oùXq = 


d’où 


r x,A 


r 2” +1 + (—1)” + 2(—3)” _1 

—2” +1 + 2(—1)” 2” +1 + (—3)” _1 \ 

'x 0 

yn 

= 

—2" + (—3)” 

2" —2 n + (—3)” 

yo 

<Zn) 


k —2” +1 + (—1)" +1 +3(—3)” 

2” +1 + 2(—1)” _1 —2” +1 +3(-3) n J 

<Zo 

n ~ 

[2 n+1 + (-1)" + 2(-3)' i_1 )x 0 - 

(2 n+1 -2(-D n )yo + (2 n+1 + (-3)"“^ 



y n = i-2 n + i-3) n )x 0 + 2 n y 0 - [2 n - {-3) n )z 0 
z n = (—2” +1 + (-1)" +1 + (3(-3) n )x 0 + (2" +1 + (2(-l)"- i )y 0 > 


Corrigé n°3 

a - Matrice A de h dans la base {1, x, x 2 , x 3 , x 4 }. 


ù(P(x)) = P(x+l) w 

Ml)=in>v 

ft(ll = Q 





lV 







+ 3(-3)”)zq 


ù(x 2 ) = (x+l) 2 -x 2 

I. l.. 2 \ O.. . T 




-X+1-X 
X) = 1 


4P 


h (x 2 ) = 2x+ 1 


ù(x 3 ) = (x+l) 3 -x 3 
h (x 3 ) = 3x 2 + 3x+ 1 
h (x 4 ) = (x+ l) 4 - x 4 
h (x 4 ) = 4x 3 + 6x 2 + 4x + 1 


Ainsi, A = 


[o i i i iA 
0 0 2 3 4 
0 0 0 3 6 
0 0 0 0 4 
0 0 0 0 0 


b - Matrice A' de h dans la base 
{(l,x,x(x- l),x(x- l)(x-2),x(x- l)(x-2)(x-3)} 
ù(P(x)) = P(x+l)-P(x) 

HD =0 

h{x) = 1 

ù(P(x) = x(x- 1)) = (x + l)x — x(x — 1) 
ù(x(x- 1)) = 2x 
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h{x{x- l)(x-2)) = (x + l)x(x- 1 ) - (jc — l)x(x-2) 


h(x(x- l)(x-2)) = 3x(x- 1) 

ù(x(x- 1)(x — 2)(x — 3)) = (x-2)(x- l)x(x+ 1) - x(x- l)(x-2)(x-3) 
h(x(x- 1) (x — 2) (x — 3)) = 4x(x- 1) (x — 2) 

0 1 0 0 (A 


d’où, A' = 


0 0 2 0 0 

0 0 0 3 0 

0 0 0 0 4 

0 0 0 0 0 
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c - Matrice de passage de la base {l,x,x(x- l),x(x- l)(x-2),x(x- 1)(x — 2) 

(x — 3)} vers la base {l,x,x 2 ,x 3 ,x 4 } 

En notant les éléments de la première base par e 4 = 1, e 2 = x, e 3 = x 2 , e 3 = x 3 , e 4 = x 4 
et ceux de la seconde base par Vi = l, 
v 2 = x, i/ 3 = x(x-1)(x-2), 
i/ 4 = x(x - 1) (x - 2) (x - 3) 
on a: 


Vi = é?i 

v 2 = e 2 

v 3 = e 3 - e 2 

v 4 = 2e 2 — 3e 3 + c 4 

£5 = — 6^2 + 11 63 — 6e 4 + 6$ 


fl 0 
0 1 
0 0 
0 0 
v 0 0 


0 

2 


0^ 

-6 


1 -3 11 

0 1 -6 
0 0 1 


Matrice de passage de la base {1, x, x , x , x 4 } vers la base {1, x, x(x 
x(x- l)(x-2),x(x- l)(x-2)(x-3)} 


é?i = Vi 

e 2 = v 2 
e 3 =v 2 + 


e 4 


<^ 




& 

















!s> 
'3+^4 




+ 7 1^3 + 6 ^4 + v $ 


A 0 0 0 (A 
01111 

0 0 13 7 
0 0 0 1 6 


0 0 0 0 1 


Corrigé n°4 a - Soient v, w e R' 1 avec 
v = (x, y, z, t)etw= (x', y', z !, t') 


f{v+w) = /((x, y, z, t) + (x', ÿ, z', t ')) 

= /(x + x' ,y + y' ,z+ z' ,t+ t') 

— ((x+x ) — (y+y ) + (z+z ) + (t +1 ), 

2(x + x ) — 2(y + y ) + 3(z + z ) + 4(f + t ), 

3(x + x') -3(y + y') + 4(z + z') + 5(f + t')) 

= {x - y + z + t + x' - y' + z' + t',2x - 2y + 3z + At 
+ 2x — 2y +3z +4 1, 

3x - 3y + 4z + 5 1 + 3x' - 3y' + Az 1 + 5z') 

= (x - y + z + f, 2* ~ 2y + 3z + 4 f, 3x - 3y + 4z + 5 f) 

+ [x' -y' + z' + t' ,2x'-2y' + 3z' + At' ,3x'-3y' + Az' + 5t') 
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d’où fiv+w) = fiv) + fiw) 

/(À(x, y,z, t)) = fiXx,Xy,Xz,Xt ) 

= (Àx-Ày + z + t,2Xx-2Xy + 3ÀZ + 4Xt, 

3Àx - 3Ày + 4 Xz + 5 Xt) 

= (À(x-y + z + t),À(2x-2y + 3z + 4f), 

À(3x-3y + 4z + 5f)) 

= À(x-y + z+ f,2x-2y + 3z + 4f,3x-3y + 4z + 5f) 
/( A(x, y, z, f)) = À/(x, y, z, f) 


Ainsi, f est linéaire 
b- (x, y, z, r) e Ker (/) <= 
x- y+ z + f = 0 
2x-2y + 3z + 4f = 0 

3x-3y + 4z + 5f = 0 
on a: 


• /(x, y, z, f) = (0,0,0,0) 


n 

2 

,3 


-1 1 

-2 3 
-3 4 



Y 





toi 


y 

— 

0 


z 


,0, 


Y 



D’où: 


r l -1 1 1 | (b 
2-234|0 
,3 —3 4 5 I Oj 



On en déduit ker if) = Vecf{(l, 1,0,0), (1,0,-2,1)} 
f n’est pas injectif. 

c- Une famille génératrice de Im(/) est: 



m 


f-n 

fil, 0,0,0) = 

2 

Y 

;/( o,i, o,o) = 

-2 

-3, 


Pour déterminer une base de Im(f) 


fi 0,0,0,1) 



r 1 

2 

3 ' 


r l 

2 

3' 


r l 

2 

3' 

-1 

-2 

-3 


0 

0 

0 


0 

1 

1 

1 

3 

4 


0 

1 

1 


0 

0 

0 

1 

4 

5 J 


1° 

2 

2 J 


1° 

0 

°J 
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Ainsi, (1,2,3) et (0,1,1) forment une base de I m(/). D im{f) = 2 et rangif) = 2. 
d- 

dimKerif) + dimlmif ) = dimU 4 
2 + 2= di mU 4 
4 = di mU 4 


Corrigé n°5 

a. Soient P(x),Q(x) e [x] et À e IR. Alors 


/((P + Q) (x)) = (P + Q) (x + 1) + (P + Q) (x - 1) - 2(P + Q) (x) 

= P(x+ 1) + Q(x+ 1) + P(x- 1) + Q(x- 1) -2(P(x) + Q(x)) 
= P(x+ 1) + P(x- 1) -2P(x) + Q(x+ 1) + Q(x- 1) -2Q(x) 
/((P + Q) (x)) = /(P(x)) + /( Q(x))D 


/( AP(x)) = ÀP(x+l) + ÀP(x-l)-2ÀP(x) 
= À(P(x+ 1) + P(x- 1) -2P(x)) 
/(AP(x)) - À/(P(x)) 


d’où / est linéaire, 
b. 


/(l) = 1 + 1 —2 = 0 
f (x) — x + 1 + 2x = 0 

/(x 2 ) = (x^H (x - l) 2 - 2x 2 = 2 
/(x 3 !^^ D 3 + {x- l) 3 - 2x 3 = 6x 


# 








Ainsi, 


£ 


O 




(3^1 


(x+l) 4 + (x-l) 4 - 


2 x 4 = 12x 2 + 2 




Mp(/) - 


(0 0 2 0 
0 0 0 6 
0 0 0 0 
0 0 0 0 
v 0 0 0 0 


2 'l 

0 

12 

0 

0 ; 
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c . Pour p quelconque 


f(x p ) = {x+l) p + {x-l) p -2x p 

f(x p ) = £ C k p x k + £ C k x k {-l) p ~ k -2x p 

n =0 n =0 

f{x p ) = £ C k x k + £ C k x k {-l) p ~ k 

n =0 n =0 


i—k _ 


1, d’où fix p ) = 2C k x k ( tous les p - 1 sont des nombres 


Si p -k est impair, (-l) p - j., ww j ^ p 

paires). La matrice de / dans la base {l,x,x 2 ,--- ,x' 1 } est alors: 

/( 1) /(x) /(x 2 ) 


/(xP) /(xP +1 ) 


M P (/) 


0 

0 

0 

0 

0 


0 

0 

0 

0 

0 


\0 

0 

p'' 

.2 

0 


0 

( p +1 








s 


ST 1 

0 


0 

Il faut remarquer que les éléments sur 


: : # \ 



p+ 1 


0 


0 


o 

onale principale et ceux en dessous de la diagonale 


principales sont tous des zéro et 
c.Image de f 

Comme /(l) et/(x) sont des vecteurs nuis, alors Im/ = Vecf{/(x 2 ),/(x 3 ),/(x 4 ),--- ,/(x”)}. 

Il est facile de remarq^ÉNfvoir Mp(/) ci-dessus) que /(x 2 ),/(x 3 ),/(x 4 ),--- ,fix n ) forment un 
système sous forme échelonné, donc ces vecteurs colonnes sont linéairement indépendant.Ainsi, 
/(x 2 ),/(x 3 ),/(x 4 )>- ,/(x”) engendrent l’image et ona dimlmf = n- 1. 

K erf ou noyau. 

On remarque que /( 1) = 0 et /(x) = 0, donc l,x e K erf. En utilisant le théorème de rang 
dimKerf + dimlmf = dimE avec E = U n [x] , soit dimKerf + n- 1 = n+ 1, d’ou dimKerf = 2. 
Ainsi {1, x} forme une base de K erf. 

Corrigé n°6 

a- On a: 


fie i) = e n 
fie 2 ) = e n -i 
fief) = e n - 2 


^ r l ie n ) = e l 
f~ l ie n -\) = e 2 
f~ l ie n - 2 ) = e 3 


fie n - 1 ) = e 2 
fie n ) = e\ 


f 1 ie 2 ) = e n - 1 
=>/ _1 (e 1 ) = e„ 


d’où A 1 = A 
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b- On remarque que /(«?;) = e n +\-i Vi = 1,2, - - - ,n, donc / o /(e,-) = fifiefj) = /(e„+i-;) 
puisque 1 < rc+ 1 - i < rc /(/(«?,)) = Oî+i-Crc+t-i) = e* c’est-à-dire / o f( ei ) = id w 
Ainsi, Mflf B (/°/) = Mat B (/) x Maf B (/) = A 2 = I„ 

. A 3 = A x A 2 = I„ , A 4 = A 2 x A 2 = I„. 

Si u est pair soit n - 2k 


v2 k _ a2 


A z x-xA 2 = lJ = I„ 

Si n est impair soit n = 2 k + 1 
A 2fc+1 =AxA 2fc = AxI„=A. 

Corrigé n°7 

a. On a 


A = 


f\ 1 1 

0 1 1 

0 0 1 


0 


n 

1 

1 


•• 1 

0 1 


detA = lxlx — xl = 1^0 

(produit des éléments sur la diagonale principale). Donc A est inversible, 
b. On remarque que 

fie z ) =e x + e 2 

fief) =ei + e 2 + e 3 .oS- 




# 


. / ie n ) = e\ + e 2 + t’a e n 
donc / _1 (ei) = ei,e 2 = fie 2 )-ei =^> 

f~ l ie 2 ) = f~ 1 ifie 2 )-e 1 )^j^Xf{e 2 ))-f~ l {e 1 ) = e 2 -ei 
Jfa^f fa) -e\-e 2 
r l ief = f~ l ifie 3 


Soit p un entier nature 
alors on a 


à, 




te 3 ) - e\ - e 2 ) = f l ifie 2 ))-f 1 ief) 
e 2 <p<n; supposons pour i = 2,3,--- ,p on ait / -1 (u;) = ai - a,-_ i, 


: *» ,= €ÿ 

/ 1 ie 3 ) = f l ifie 3 ))-f l ief)-f 1 ie 2 ) = e 3 -e 2 


fiiïp+ 1 ) — a\ + a 2 + a 3 -\ - 1 - flp+i 


donc 


a p +i = f 1 (ai) + / 1 (fl 2 ) + / + ••• + / 1 (a p+ i) 

Æp+1 = fll + (^2 ~ fl l) "*-1 — flp-l) + / 1 i^p+l) 

dp +1 = dp + f {Clp- |-l) 
f idp+l = dp+1 ~ dp 

par suite, pour tout entier g = 2,3,-- -, n, on af~ l {a q = a q - a q -i et la matrice A - 1 qui est la 
matrice de / _1 par rapport à la base canonique de IR” est 


A = 


1 -1 


1 -1 


0 0 


o 1 ' 

0 

0 


•• -1 

0 1 
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Déterminants 

Exercice n°l (Calcul pratique du déterminant) 

- rP 


En utilisant la définition détM = JT =1 (-1 ) l+J atjMij ou détM = Xj =1 (-l) i "OfljyM,ÿ , calculer les 
déterminants suivantes: 



1 2 3 


abc 


1 0 3 

(a) 

4 7 5 

9 6 9 

; (b) 

b c a 

c a b 

; (c) 

4 0 5 

2 6 1 


Corrigé 

(a) On développe le déterminant par rapport à la première ligne 


1 2 3 
4 7 5 
9 6 9 


= (- 1 ) 


l+i 


7 5 
6 9 


+ 2 (— 1 ) 


1+2 


4 5 
9 9 


+3(—1) 


1+3 


4 7 
9 6 


= (7x9—6x5)—2(4x9—9x5)+3 (6x4—9x7) = -66 


(b) On développe le déterminant par rapport à la première ligne 


abc 
b c a 
c a b 


= (-l ) 1+l a 


c a 
a b 


+(-l Ÿ +2 b 


b a 
c b 


+(-l) 1+3 c 


b c 
c a 


= a(cxi)-a z )-^^'i 


= 3 abc- c 3 -b 3 -c 3 


(c) On développe le déterminant par rapport à la deuxième cq, 


1 0 3 
4 0 5 

2 6 1 


n+i 


-(- 1 ) 





# 




5 ^ 


cxa)+c(fixa-c z ) 


= 42 




Exercice n°2 

En utilisant la méthode de Cramer, résodS^èles systèmes d’équations suivants 

■ x^jy z = 4 

(a) < ÆùX 2y + 2z = 10 ; {b)< 

'\ >3x-4y-3z = 1 

Corrigé 

Le déterminant de la matrice des coefficients (On dit aussi déterminant principal) sera noté par D 


x + y + z = 5 
x-2y-3z = -1 
2x+ y- z= 3 


x-2y + z - 4 
(a) < 2x + 2y + 2z=10 
3x-4y-3z= 1 


D = 


1 -2 1 
2 2 2 
3 -4 -3 


= -36^0 


Le système est donc de Cramer 
Les formules de Cramer donnent 


1 

4 -2 1 

49 

1 

1 4 1 

1 

1 

1 -2 

4 

x —- 

36 

10 2 2 

1 -4 -3 

“ 18’ 


2 10 2 

3 1 -3 

“ 3' 

36 

2 2 

3 -4 

10 

1 


35 

18 
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x + y+ z= 5 
{b)< x-2y-3z = -1 
2x+ y - z- 3 


D = 


1 1 1 

1 -2 -3 

2 1 -1 


= 5^0 


Les formules de Cramer donnent 


1 

x = - 
5 


Exercice n°3 

Déterminant de Vandermonde 
Soient xi,X 2 ,-- - ,x p des réels. On note: 


5 

-1 

1 

-2 

1 

-3 

= 4, 

1 

y = - 

1 

1 

5 

-1 

1 

-3 

= — 2 , 

1 

Z— — 

1 

1 

1 

-2 

5 

-1 

3 

1 

-1 

J 5 

2 

3 

-1 

5 

2 

1 

3 


= 3 


V(x 1 ,x 2 ,---,x p ) = 


1 

1 

1 

1 

Xi 

x 2 

Xn -1 

Xp 

4 

4 ■■ 

X 2 

V 1 

X 2 

V 

4-' - 

* 

1 1 

p- 1 

Xp 




# 






a - Calculer V(xi,X 2 ,X 3 ) et V(xi,X 2 ,X 3 ,X 4 ). 
b - Montrer que V(xi, x 2 , • • • ,Xp) = IIi <i<j<p(Xj - x t ). 
c - À quelle condition un déterminant de Vandermonak's’annule-t-il ? 

Corrigé 

1 1 

k^x 3 ) (x 2 -x 3 ) 0 

^\Xi — x 3 ) x 2 (x 2 -x 3 ) 0 

ïre colonne, on obtient: 


a - On a: V(xi,X 2 ,X 3 ) = 


2 2 2 

Y Y Y 

A 1 A 2 3 



. L 2 - 1 — L 2 - X 3 Li, L 3 — L 3 - 


En développant par rapport à la 

1 «Gr (x 2 - x 3 ) 

U^r-X 3 ) X 2 (X 2 -X 3 ) 


= (Xi -X 3 KX 2 -X 3 ) 




1 1 

Xi x 2 

= te - x 3 ) (x 2 - x 3 ) (x 2 - Xi ) 
= te - Xi)(X 3 - X 2 )(x 2 - Xi) 
V(x 1 ,x 2 ,x 3 ) = te-M)te-x 2 )te-M) 
1111 
Xi X 2 X 3 X 4 


V (xi, x 2 , x 3 , x 4 ) = 


2 2 2 2 

X\ X2 X3 X^ 

v 3 r 3 „3 „3 

•A j ^2 A-3 


On procède aux opérations suivantes: L 2 — L 2 - x 4 Li, L 3 <— L 3 - X 4 L 2 et L 4 <— L 4 - X 4 L 3 et on 
obtient 


1 

1 

1 

1 


1 

1 

1 

1 

Xi 

x 2 

*3 

X 4 


te - x 4 ) 

(x 2 - x 4 ) 

(x 3 - x 4 ) 

0 

X 2 

X 2 

X 2 

4 


Xi (Xi - X 4 ) 

x 2 (x 2 -x 4 ) 

x 3 (x 3 — x 4 ) 

0 

4 

4 

X 3 3 

4 


3 2 

X± - X\X 4 

3 2 

x\ - X 2 X 4 

3 2 

X 3 -X 3 X 4 

0 


X3L2 
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On développe par rapport à la quatrième colonne pour obtenir: 


(Xi - x 4 ) 

(x 2 - x 4 ) 

(x 3 - x 4 ) 


1 

2 

3 

Xi (xi - x 4 ) 

x 2 (x 2 -x 4 ) 

x 3 (x 3 -x 4 ) 

= - (Xi - x 4 ) (x 2 - x 4 ) (x 3 - x 4 ) 

Xi 

X2 

X3 

xf (Xi - x 4 ) 

xf(x 2 -x 4 ) 

xf(x 3 -x 4 ) 


xf 

xf 

xf 


= - Ui - x 4 ) (x 2 - x 4 ) (x 3 - x 4 ) V(xi, x 2 , x 3 ) 

= (x 4 - Xi) (x 4 - x 2 ) (x 4 - x 3 ) (x 3 - Xi) (x 3 - x 2 ) (x 2 - Xi) 
V(Xj, X 2 , X 3 , X 4 ) = Yl ( x j~Xi) 

1<i< j <4 


b - Pour montrer que V(xi,x 2 ,-- - ,x p ) = Eli <i<j<p(Xj - Xi) , on procède aux opérations suivantes 
sur les lignes: L, «— XpL;_iV2 < i < p. 


V(x 4 ,x 2 ,---,Xp) = 


1 

1 

1 

1 

Xl 

*2 

Xp-l 

Xp 

2 

2 

2 

9 

xf 

X 2 

• x p-l 


p-2 

p -2 

p -2 

p -2 

xf 

*2 

■ X p -1 

Xp 

p -1 

p -1 

p -1 

v-1 

xf 

*2 

• Vi 

Xp 


1 

1 


Xl 

— Xp 

x 2 — 

Xp 

xf- 

■XpXi 

X|-XpX 2 


p-2 p-3 

xf - xf x p x: 

p- 1 p -2 

Xf - xf Xp X 2 


p-2 p-3 


P~ 1 


X -X 

Al Xp Xp 

Xi(Xi-Xp) X 2 fx 2 — Xp) 






& 


& 






p 

pXp—\ 


Xp Xp 
Xp XpXp 


p-2 p-3 

p-\~ X p-l X P 

p -1 p -2 

X p—\ ~ Xp-1 Xp 


,P~ 2 


p-3 

■Xp X 


1 

Xp-i - 


-X„ 


xf fri 



En développant 




xf 3 (x 2 — Xp) 

X 2 ~ 2 {X 2 -Xp) 

port à la dernière ligne, on a: 


Xp) 
— Xp) 


Xp-liXp-l Xr 


Xp-liXp-l ~ x p) 

p-2. , 

yibp-t-JCp) 


p -1 p -2 

X„ - X„ J 

1 
0 
0 

0 
0 


P 

p 


Xi - Xp x 2 Xp 

Xl(Xi-Xp) X 2 (X 2 — Xp) 


Xp—\ Xp 

Xp-i(Xp-\ — Xp) 


= (-l ) p+1 


xf 3 (Xi Xp) 
xf“ 2 (X!-Xp) 


xf 3 (x 2 — Xp) 
X 2 ~ 2 {X 2 -Xp) 


X 

X 


p-3 

p-1 

p-2 

P-1 


(Xp—i Xp) 
(Xp—i Xp) 




1 

1 

1 



Xl 

X 2 

Xp-l 

= (-l) P+ 1 (Xi-Xp)(X 2 -Xp)---(Xp_i 

Xp) 

p-3 

xf 

p-3 

x 2 

p-3 

Xp-l 



p-2 

p-2 

v- 2 



xf 

xf 

Vi 

= (-1)P +1 (-l)P- 1 (Xp - xi)(Xp - x 2 ) • 

( Xp 

— 

i)V(xi,x 2 ,-- 

' i -Tp-l, 


= (Xp - Xi) (Xp - X 2 ) • • • (Xp - Xp-i)V(Xi, X 2 , • • • , Xp-l) 

V(xi,x 2 ,--- ,x p ) = V(xi,x 2 ,--- ,Xp_i) P (Xp — Xj) 

1-7-P-l 
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Supposons que V(xi,x 2 ,--- ,x p ~i ) = rii<(</<p-i ixj - x ; ), alors on obtient 


V(Xi,X 2 ,-“ ,Xp) = V(xi,x 2 ,-- - ,X p -i) ]^[ (Xp — Xy ) = ]^[ (xy-x ; ) 


i-j-p-i 

Exercice n°5 

Soient Ai, A 2 ,--- ,A p des réels différents de zéro, 
a- Pour 

C 1 1 


1 </<;</) 


''l + A, 


A = 


1 1 + À 2 1 

1 1 1 + À 


1 


1 


P) 


calculer det{A). 

b- Montrer que pour des réels Pi, p 2 , — , P p différent de zéro 


|B| = 


i+Pi 

Pi 


1 1 
1 


1 +p2 
Pz 


1 1 1 


1 

1 

1 + Pc 




P 

np.- 

i=l 


Corrigé 
On a: 


f l + \i 
1 


1 1 
1 + A 2 1 


; <c 

1 1 1 + Àp y 


, ^ 






i + ee 



1 + Ai 0 0 ••• o 1 




oùD(A,0 = 

0 1 + A 2 0 ••• 0 

! 

II 

H 

i 

X (1 - • • 1) = 


o o 0 0 ' 1 • ApJ 


a 



1 1 1 ■■■ 1 

1 1 1 ■■■ 1 

11111 


^< A) = (nH( 1+ ^l 

(Le déterminant d’une matrice diagonale est égale aux produits des éléments sur la diagonale et 
pour trouver l'invehse d’une matrice diagonale il suffit d’inverser les éléments sur la diagonale) 

b.- Pour montrer que |B| = , on remplace par A, et on utilise a-. 


Exercice n°6 

Considérons la matrice 


p 

IIP,- 

i=l 


' 2-1 0 ••• O 1 

-1 2 -1 ■■■ 0 


0 ••• -1 2 -1 

0 ••• 0 -1 2 , 


a- Notons Ap le déterminant de la matrice A. Donner la relation entre A p , A p -1 et A p _ 2 . 
b- Exprimer Ap en fonction de p. 
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Corrigé. 

a.- En développant par rapport à la première ligne 


A p — 2.A. n — \ + 


-1 -1 0 
0 2-1 

0-1 2 

0 0 

0 0 


0 ••• 0 

0 ••• 0 

-1 ■■■ 0 

-1 2 -1 

0-12 


le déterminant dans le dernière expression est d’ordre p - 1. En développant par rapport à la 
première colonne le déterminant 


-1 -1 0 
0 2-1 
0-1 2 


0 0 ••• -1 2 -1 

0 0 0-1 2 

on trouve A p = 2A p _i - A p _ 2 . 

b.- Pour trouver A p en fonction de p on utilise la relation A p = 2 
récurrence à pour solution A p = (k\p + X 2 ) où Ài et À 2 sont des pa 
À 2 , on doit avoir deux conditions initiales. On prend par exempt * 0 A ‘ 

pour p = 3 et p = 4: A 3 = 4 et A 4 = 5. Ainsi on résout le système 

D’où A p = ' 






= 


! - Ap_ 2 . Cette relation de 
ùùtï ‘es. Pour déterminer Ai et 
déterminant de la matrice A 
Ài + À 2 = 4 

4À^ + À 2 = 5 


Ài = 1 et À 2 = 1 . 
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Réduction des endomorphismes 


Exercice n°l 


Soit 


0\ 




et / l’endomorphisme associé à A bans le base canonique de I 


(-1 ; 

2 2-3 
-2 2 1 ; 

a - Trouver le spectre de A et vérifier que A n’est pas diagonalisable. 
b - Chercher deux vecteurs propres de A linéairement indépendant, 
c - Écrire la matrice de / dans cette nouvelle base. 

Corrigé 


IA-AI| = 


-1 -À 
2 

-2 


2 

2 — À 
2 


0 

-3 

1-À 


= 3 (—1 — À )(2 x 2 + 2 x 2 ) + (1 — À )((—1 — A) (2 — À) — 


4) 


= À(1-À) 2 

Donc S p (A) = {0,1} 

Pour montrer que / n’est pas diagonalisable, il suffit de vérifier que la dimension du 
propre associée à la valeur propre 1 soit inférieur à 2 (ordre de multiplicité). ^ A 
Soit (x, y, z) e Ker(A-I). Alors on a: 


sous-espace 


- 2 x + 2 y 


ce qui donne 


—2x + 2 y — 0 

2x+ y-3z = 0 

x - r & , 


A- 


i y 


Le sous espace-propre associé à la valeur propre 1 est Ker(A-I) = vect{{ 1,1,1)}. Cet espace 
propre est de dimension 1 < 2, ajdçs A n’est pas diagonalisable. 
b - Soit (x,y, z) e Ker (A). Alors on a: 

ffO+2y =0 

V 2x + 2y-3z = 0 => x- 2y,y = y avec y e 
- 2 x + 2 y+ z = 0 

Le sous-espace propre associé à la valeur propre 0 est Ker (A) = 


l et z = 2 y 


fO 


vect{2, 1 , 2 }. 

fl 

Deux vecteurs propres de A linéairement indépendant sont, par exemple vi = 

c - On peut compléter ces deux vecteurs par rq = 

d- Matrice de / dans cette nouvelle base . 

On a 

vi = ei + e 2 + e 3 
v 2 = 2 ei + e 2 + 2 e 3 = 

+ e 3 


1 | et v 2 = 

U. 


r 2) 

, 2 ) 


0 pour former une base de I 

J I 


V3 = 


ei =~vi + v 2 + v 3 
e 2 =2vi-v 2 
e 3 = v 3 


d’où 



r l 2 


f-1 

2 

01 

A,— -u, - 

1 1 

0 et P ^.—, Bi = 

1 

-1 

0 


J 2 

J 

-1 

0 

1 ; 
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et la matrice de / dans cette nouvelle base est : 

Mp(/) = P Vi —>e,- x A x P e .—, Vj 


soit 


Mp (/) 


(-1 

1 

1 

I— fo 

00 

X 

'-1 2 

2 2 

tr 

-3 

X 

r l 2 01 

110 

-1 

0 lj 


-2 2 

1; 


0 2 l) 


Exercice N°2 
Soit la matrice 


A = 


r l 0 -61 
0 0 3 

,0 0 lj 


5 8 —71 

■2-3 2 

V 2 4 —4) 


a - Déterminer les valeurs propres de A. 

b - Trouver trois vecteurs propres de A linéairement indépendants. 

Corrigé 

a - 

5—À 8 -7 

-2 -3-À 2 

2 4 -4-À 


|A— ÀI| = 


= -\ a -2 


gF 2 


On remarque que 1 est une racine du polynôme caractéris 
s’écrire sous la forme 


éristiquèv Ainsi -À - 2À 


+ À + 2 peut 




—À 2 — 2À 2 + À + 2 — (s^rÀ) (æà 2 + b\ + c) 
où a,betc sont des paramètres à déterminer. Soit 

-À 2 — 2À 2 + À + À) (æà 2 + b\ + c) 

= -«À 3 + ( a-b)\ 2 + ( b-c)\ + c = 


Ainsi, les valeurs propres de A sont les racines du polynôme (1 - À) («À 2 + bX + c). 


d’où a = 1, b = 3 et c = 2. 

Ainsi, les valeurs propres_ r _ v _ 

On trouve facilement 5 ^=i,À 2 = -1 et À 3 = -2 ouSp(A) = {1,-1,-2}. 


L’espace propre associé à 1 est défini par le système d’équation (A -1) 
système d’équation : 


fx\ 

y 

<Zj 


, ce qui donne le 


4x + 8y-7z = 0 

4x + 8y-7z=0 

-2x - 4y + 2z = 0 => < 

—2x - 4 y + 2z = 0 => < 

2x + 4y-5z = 0 

z= 0 


y =y 

z = 0 


Ainsi on peut prendre comme vecteur propre associé à la valeur propre 1 le vecteur 
On définit l’espace propre associé à la valeur propre -1 

fù 

(A+1) y , ce qui donne le système d’équation : 


f-2\ 

1 

, 0, 




6 x + 8y-7z = 0 

' 6 x + 8y-7z = 0 

( 6 x + 8y-7z = 0 

- 2 x - 2 y + 2 z = 0 => < 

2 y— z = 0 => \ => 

l 2 y — z = 0 

2x + 4y-3z = 0 

4y —2z = 0 


x =\z 
y =\z 

Z — Z 
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Ainsi on peut prendre comme vecteur propre associé à la valeur propre -1 le vecteur 


On définit l’espace propre associé à la valeur propre 2 


(A-21) 


* 

y et trouve un vecteur propre 

\z) 
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